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Постановка задачи и способ её решения

Необходимо численно получить приближение произвольной фазовой траектории дифференциального уравнения 2-го порядка:
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 - Уравнение описывает цепную линию;
(1)

Чтобы применять численные методы интегрирования, сведём дифференциальное уравнение к системе дифференциальных уравнений 1-го порядка в нормальной форме:
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(2.1)

Введём начальные условия задачи Коши для системы (2.1):
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Для решения дифференциального уравнения нужно использовать методы Рунге-Кута 2-го порядка следующего вида:

Метод № 1:
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(3.1)
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(3.2)

Метод № 2:
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Введём обозначения:

· 
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- новое значение метода Р-К с шагом h из точки 
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Для контроля локальной погрешности на шаге будем использовать евклидову норму следующего вектора:
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Правило изменение шага в зависимости от нормы вектора S следующее:

· Если 
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· Если 
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· Если 
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В качестве оценки локальной погрешности на шаге используется величина 
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В программе используются 2 метода 2-го порядка, т.е. p=2.

Описание интерфейса и возможностей программы

Перед запуском расчёта траектории методом Рунге-Кутта пользователь должен ввести следующие параметры, необходимые для работы метода:
· Параметр дифференциального уравнения – a;

· Величину отрезка времени [0, T], на котором будет выполняться расчёт;

· Границы области 
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, при выходе за которые будет произведена остановка метода;

· Точность выхода на границу по x, y и t;

· Начальные условия задачи коши (2.2): X0, Y0;

· Начальный шаг метода h0;

· Параметр контроля локальной погрешности (;

· Максимальное число шагов, которое должен выполнить метод;

· Выбор метода Рунге-Кутта: метод №1 или метод №2;

Запуск вычислений производится нажатием кнопки “Старт!”. При выполнении каждого шага метода Рунге-Кутта программа выводит новые точки на каждый из следующих графиков:

1. Траектории на фазовой плоскости (X, Y):

· Траектория, построенная методом Рунге-Кутта (синие стрелочки);

· Траектория точного решения задачи Коши, полученного аналитически (красные стрелочки);

2. Графики зависимости локальной погрешности от времени:

· График точной локальной погрешности на шаге (светло зелёная диаграмма);

· График оценки локальной погрешности на шаге (фиолетовая диаграмма);

3. График глобальной погрешности в зависимости от времени (тёмно-зелёная диаграмма);

Из графиков локальной и глобальной погрешности видно, как меняется шаг по времени t, на протяжении всего процесса интегрирования – его изменение наглядно показывают расстояния между отрезками горизонтальной оси времени для каждого шага метода.
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Исходный код программы
//       <<< MainForm.cpp - Copyright: Gorodetsky E.S. - may 2005 >>>

//--------- Приближённое решение диф. уравнений методом Рунге-Кутта ---------

#include <vcl.h>

#include <math.h>

#pragma hdrstop

#include "MainForm.h"

#include "AboutForm.h"

//---------------------------------------------------------------------------

#pragma package(smart_init)

#pragma link "CSPIN"

#pragma resource "*.dfm"

TMForm *MForm;

// Входные параметры метода:

TFormAbout * pAboutF; // Форма информации о программе

double  EqParam;     // Параметр исходного уравнения;

double  Xmin, Xmax;  // Границы области по X;

double  Ymin, Ymax;  // Границы области по Y;

double  Tmax;        // Величина временного интервала;

double  X0,   Y0;    // Начальная точка метода Рунге-Кутта;

double  LocDifParam; // Параметр контроля локальной погрешности;

int     StepsNum;    // Максимальное кол-во шагов метода;

double  StartStep;   // Величина начального шага метода;

double  BordAqquar;  // Точность выхода на границу;

bool    IsFirstMet;  // Если true, используется 1-й метод, если false, то 2-й;

//---------------------------------------------------------------------------

__fastcall TMForm::TMForm(TComponent* Owner)

        : TForm(Owner)

{

}

//------------------- Нажатие на кнопку начала вычислений -------------------

void __fastcall TMForm::bbtnCalcStartClick(TObject *Sender)

{

  try

    {

      // Ввод начальных данных:

      EqParam     = StrToFloat( edParamA->Text );

      Xmin        = StrToFloat( edXmin->Text );

      Xmax        = StrToFloat( edXmax->Text );

      Ymin        = StrToFloat( edYmin->Text );

      Ymax        = StrToFloat( edYmax->Text );

      X0          = StrToFloat( edX0->Text );

      Y0          = StrToFloat( edY0->Text );

      LocDifParam = StrToFloat( edLocDifParam->Text );

      StepsNum    = cspedStepsNum->Value;

      Tmax        = StrToFloat( edTime->Text );

      StartStep   = StrToFloat( edStartStep->Text );

      BordAqquar  = StrToFloat( edBordAqq->Text );

      IsFirstMet  = true;

      if ( rgrMetChoose->ItemIndex == 1 ) IsFirstMet = false;

    }

  catch( ... )

    {

     ShowMessage( "Синтаксические ошибки во введённых данных!!!" );

    }

  if ((StepsNum > 0) && (Xmin < Xmax) && (Ymin < Ymax) &&

      (Xmin <= X0) && (X0 <= Xmax) && (Ymin <= Y0) && (Y0 <= Ymax) &&

      (Tmax > 0) && (BordAqquar > 0) && (StartStep > 0) && (LocDifParam > 0))

    {

      double CurHn = StartStep;

      double CurXn = X0;

      double CurYn = Y0;

      double NewXn = 0;

      double NewYn = 0;

      double CurTn = 0;

      double ExactXn =0, PrevEXn = X0, LocXn = 0;

      double ExactYn =0, PrevEYn = Y0, LocYn = 0;

      bool   PointInArea = true;

      chartPath->Series[0]->Clear();

      chartPath->Series[1]->Clear();

      chartDiff->Series[0]->Clear();

      chartDiff->Series[1]->Clear();

      chartGlobDiff->Series[0]->Clear();

      chartGlobDiff->Series[0]->AddXY( 0, 0, "", clGreen );

      chartDiff->Series[0]->AddXY( 0, 0, "", clLime );

      chartDiff->Series[1]->AddXY( 0, 0, "", clPurple );

      // Запускаем цикл по итерациям:

      for(int i=0; (i<StepsNum && PointInArea); i++)

        {

          // Вычисляем очередную итерацию методом Рунге-Кутта:

          double MidXn, MidYn, NewXn2, NewYn2;

          if ( IsFirstMet )

            { // Используем 1-й метод:

              MakeIterationMet1( CurXn, CurYn, CurTn, CurHn, &NewXn, &NewYn );

              MakeIterationMet1( CurXn, CurYn, CurTn, CurHn/2, &MidXn, &MidYn );

              MakeIterationMet1( MidXn, MidYn, CurTn+CurHn/2, CurHn/2, &NewXn2, &NewYn2 );

            }

          else

            { // Используем 2-й метод:

              MakeIterationMet2( CurXn, CurYn, CurTn, CurHn, &NewXn, &NewYn );

              MakeIterationMet2( CurXn, CurYn, CurTn, CurHn/2, &MidXn, &MidYn );

              MakeIterationMet2( MidXn, MidYn, CurTn+CurHn/2, CurHn/2, &NewXn2, &NewYn2 );

            }

          double OldHn = CurHn;

          // Вычисляем оценку погрешности на шаге по x и y:

          double Sx = (NewXn - NewXn2) / 3;

          double Sy = (NewYn - NewYn2) / 3;

          // Норма погрешности на шаге:

          double S  = sqrt( Sx * Sx + Sy * Sy );

          // Выолняем контроль погрешности на шаге:

          bool isPointValid = true;

          if (S < LocDifParam / 3)

            {

              CurTn += CurHn;

              CurHn *= 2;

            } else

          if (S > LocDifParam )

            {

              CurHn /= 2;

              isPointValid = false;

            }

          else CurTn += CurHn;

          // Выводим новую точку шага Рунге-Кутта на график:

          if (isPointValid)

            {

              ( (TArrowSeries*) chartPath->Series[0])->AddArrow( CurXn, CurYn, NewXn, NewYn, "", clBlue );

              // Вычисляем точное значение йункции решения в данный момент времени Tn:

              FuncRes( &ExactXn, &ExactYn, X0, Y0, CurTn );

              // Выводим точку точного ркшения на график:

              ( (TArrowSeries*) chartPath->Series[1])->AddArrow( PrevEXn, PrevEYn, ExactXn, ExactYn, "", clRed );

              PrevEXn = ExactXn; PrevEYn = ExactYn;

              // Выводим на график норму разности точного и приближенного решений (глобальная погрешность):

              double ResDiff = sqrt( pow( ExactXn - NewXn, 2 ) + pow( ExactYn - NewYn, 2 ) );

              chartGlobDiff->Series[0]->AddXY( CurTn, ResDiff , "", clGreen );

              // Выводим на график норму локальной погрешности:

              FuncRes( &LocXn, &LocYn, CurXn, CurYn, OldHn );

              double LocDiff = sqrt( pow( LocXn - NewXn, 2 ) + pow( LocYn - NewYn, 2 ) );

              chartDiff->Series[0]->AddXY( CurTn, LocDiff, "", clLime );

              // Выводим оценку нормы погрешности:

              chartDiff->Series[1]->AddXY( CurTn, S * 4, "", clPurple );

              chartPath->Refresh();

              chartDiff->Refresh();

              chartGlobDiff->Refresh();

              CurXn = NewXn;

              CurYn = NewYn;

              if ( CurXn < Xmin + BordAqquar || CurXn > Xmax - BordAqquar ||

                   CurYn < Ymin + BordAqquar || CurYn > Ymax - BordAqquar ||

                   CurTn > Tmax - BordAqquar )

                PointInArea = false;

            }

        }

    }

  else

    {

     ShowMessage( "Введённые данные не имеют смысла!!!" );

    }

}

//------------- Функция правой части системы x' = f( x, y, t ) --------------

double __fastcall TMForm::FuncF( double X, double Y, double t )

{

 return Y;

}

//------------- Функция правой части системы y' = g( x, y, t ) --------------

double __fastcall TMForm::FuncG( double X, double Y, double t )

{

 return EqParam * sqrt( Y * Y + 1 );

}

//------------ Функция тосного решения дифференциального ур-я  --------------

void __fastcall TMForm::FuncRes( double * X, double * Y, double XSc, double YSc, double t )

{

 float C = YSc + sqrt( YSc * YSc + 1 );

 float B = XSc - ( C  + 1 / C ) / (2 * EqParam);

 float Exp = exp( EqParam * t ) * C;

 *X = B + ( Exp + 1/Exp ) / ( 2 * EqParam);

 *Y = ( Exp - 1/Exp ) / 2;

}

//------- Функция, выполняющая одну итерацию методом № 1 Рунге-Кутта --------

void __fastcall TMForm::MakeIterationMet1( double Xn, double Yn, double Tn,

                                           double Hn, double * Xnew, double * Ynew )

{

  double Tval = Tn + Hn / 2;

  double Xval = Xn + Hn * FuncF( Xn, Yn, Tn ) / 2;

  double Yval = Yn + Hn * FuncG( Xn, Yn, Tn ) / 2;

  *Xnew = Xn + Hn * FuncF( Xval, Yval, Tval );

  *Ynew = Yn + Hn * FuncG( Xval, Yval, Tval );

}

//------- Функция, выполняющая одну итерацию методом № 2 Рунге-Кутта --------

void __fastcall TMForm::MakeIterationMet2( double Xn, double Yn, double Tn,

                                           double Hn, double * Xnew, double * Ynew )

{

  double Tval = Tn + Hn;

  double Xval = Xn + Hn * FuncF( Xn, Yn, Tn );

  double Yval = Yn + Hn * FuncG( Xn, Yn, Tn );

  *Xnew = Xn + Hn * ( FuncF(Xn, Yn, Tn) + FuncF(Xval, Yval, Tval) ) / 2;

  *Ynew = Yn + Hn * ( FuncG(Xn, Yn, Tn) + FuncG(Xval, Yval, Tval) ) / 2;

}
//---------------------------------------------------------------------------

void __fastcall TMForm::ImgProgLogoClick(TObject *Sender)

{

  if ( pAboutF == NULL )

    pAboutF = new TFormAbout( this );

  pAboutF->ShowModal();

}

//---------------------------------------------------------------------------
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